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INDICE D’UN HE´RISSON: E´TUDE ET APPLICATIONS
Yves Martinez-Maure
De´die´ a` Marguerite Borhis
Abstract
Hedgehogs are a natural generalization of convex bodies of
class C2+. After recalling some basic facts concerning this gen-
eralization, we use the notion of index to study diﬀerential and
integral geometries of hedgehogs.
As applications, we prove a particular case of the Tennis Ball
Theorem and a property of normals to a plane convex body of
constant width.
1. Introduction
La the´orie des he´rissons, dont nous rappellerons les fondements dans
cette introduction, prolonge naturellement celle des corps convexes de
classe C2+ (c’est-a`-dire borde´s par une hypersurface de classe C
2 a` cour-
bure de Gauss > 0). L’ensemble K des corps convexes de classe C2+
de l’espace euclidien Rn+1 ne constitue pas un espace vectoriel. En re-
vanche, les he´rissons de Rn+1 forment un R-espace vectoriel dans lequel
K peut eˆtre envisage´ comme un coˆne convexe. Plus souple et oﬀrant de
nouveaux outils conceptuels, le cadre des he´rissons est le cadre ade´quat
pour aborder divers proble`mes de la the´orie des corps convexes. Les
he´rissons interviennent ainsi dans l’e´tude des corps convexes de largeur
constante [8], des hypersurfaces admettant un point isocorde [12] ou
encore dans l’e´tude de certaines ine´galite´s ge´ome´triques concernant les
corps convexes [13]. Le proble`me de Minkowski, ou proble`me de la
courbure de Gauss prescrite pour les hypersurfaces convexes, se pose na-
turellement pour les he´rissons et pre´sente alors un inte´reˆt particulier: le
proble`me se rame`ne a` l’e´tude d’une EDP de Monge-Ampe`re qui change
de type sur Sn, type d’e´quation pour lequel il n’existe encore aucun
re´sultat global.
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Les he´rissons sont e´galement en rapport avec les surfaces minimales
(voir [7], [9] et [15]), les hypersurfaces alge´briques de Cn [5], la the´orie
des singularite´s (fronts d’onde, A-mersions, singularite´s lagrangiennes
et legendriennes: [5], [6], [10] et [11]) ou encore les mode`les du plan
projectif dans R3 (une version he´risson de la surface romaine de Steiner
est pre´sente´e dans [11]).
La notion d’indice joue un roˆle important dans l’extension de la the´orie
des corps convexes de classe C2+ aux he´rissons. Elle fournit une in-
terpre´tation ge´ome´trique naturelle du volume et diverses informations
sur la courbure.
La section 2 pre´sentera les proprie´te´s remarquables de l’indice et les
premie`res conse´quences ge´ome´triques.
La section 3 sera entie`rement consacre´e aux applications ge´ome´triques.
Nous pre´senterons des proprie´te´s ge´ome´triques de diverses classes de
he´rissons de R2 (aire, sens de la concavite´ par rapport a` l’exte´rieur,
nombre de singularite´s, etc), mais aussi de R3 (proprie´te´s des re´gions
hyperboliques et elliptiques, contour apparent, eﬀet d’une projection or-
thogonale sur un plan, etc) et plus ge´ne´ralement de Rn+1 (singularite´s et
enveloppe convexe). Nous pre´senterons e´galement plusieurs applications
a` d’autres sujets. La dualite´ projective nous permettra tout d’abord de
de´duire un cas particulier important du the´ore`me de la balle de tennis
d’Arnold [1]. Nous de´montrerons ensuite une proprie´te´ remarquable des
normales a` un corps convexe plan de largeur constante et de classe C2+:
il existe un point par lequel il passe une inﬁnite´ de normales ou un ou-
vert forme´ de points par lesquels il passe au moins 6 normales. Notre
re´sultat, qui sera plus ge´ne´ral, correspond a` celui e´tabli par E. Heil dans
R
3: un corps convexe de largeur constante de R3 contient un point par
lequel il passe une inﬁnite´ de normales ou un ouvert forme´ de points par
lesquels il passe au moins 10 normales (voir [3] et [4]).
Nous terminerons notre article par une description plus comple`te de
la structure des he´rissons plans. Nous remarquerons que l’addition de
Minkowski a sur ceux-ci un eﬀet de convexiﬁcation. Notons que cette
proprie´te´ de l’addition de Minkowski a de´ja` e´te´ observe´e pour les parties
compactes de Rn (cf. [16, §3.1]).
Mais commenc¸ons par rappeler comment sont de´ﬁnis les he´rissons
et en quoi ils constituent une extension naturelle des corps convexes
de classe C2+. Pour tous les re´sultats concernant les corps convexes de
classe C2+, nous renvoyons le lecteur au livre de R. Schneider [16].
A` tout corps convexe K ⊂ Rn+1 est associe´ une fonction support hK :
S
n → R, p −→ hK(p) = max {〈m, p〉 | m ∈ K}. Lorsque K est de
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classe C2+, cette fonction support h = hK est une fonction de classe C
2
qui de´termine le bord de K comme enveloppe de la famille d’hyperplans
d’e´quation 〈x, p〉 = h(p). Ce bord ∂K est donc l’hypersurface Hh
parame´tre´e par l’application xh : Sn → ∂K ⊂ Rn+1, p −→ xh(p), ou`
xh(p) est l’unique solution du syste`me{
〈x, p〉 = h(p)
〈x, .〉 = dhp(.)
,
a` savoir xh(p) = h(p)p + (gradh)(p). Cette parame´trisation xh n’est
autre que la re´ciproque de l’application de Gauss de Hh.
Bien suˆr, une fonction h ∈ C2 (Sn;R) n’est pas ne´cessairement la
fonction support d’un corps convexe. Mais, nous pouvons toujours lui
associer l’enveloppe de la famille d’hyperplans d’e´quation 〈x, p〉 = h(p),
c’est-a`-dire l’hypersurface Hh parame´tre´e par xh. Les parties re´gulie`res
de cette hypersurface Hh admettent une orientation transverse pour
laquelle le vecteur normal unitaire en xh(p) n’est autre que p, si bien
que xh peut encore s’interpre´ter comme la re´ciproque de l’application de
Gauss. L’hypersurface Hh a e´te´ appele´e le he´risson de fonction support h
par R. Langevin, G. Levitt et H. Rosenberg [5].
Lorsque h est la fonction support d’un corps convexe de classe C2+,
la mesure de volume n-dimensionnel de Hh admet le produit des rayons
de courbure principaux, note´ Rh et appele´ fonction de courbure de Hh,
comme densite´ par rapport a` la mesure de Lebesgue sphe´rique σ. Le
volume n-dimensionnel de Hh est donc alors de´ﬁni comme l’inte´grale
vn(h) =
∫
Sn
Rh(p) dσ(p).
Si l’on conside`re Rh(p) comme le de´terminant de l’application tangente
de xh en p, cette de´ﬁnition s’e´tend a` un he´risson quelconque. Le volume
n-dimensionnel de Hh s’interpre`te alors comme la diﬀe´rence
vn(h) = v+n (h)− v−n (h),
ou` v+n (h) (resp. v
−
n (h)) de´signe le volume des re´gions a` (fonction de)
courbure positive (resp. ne´gative). Pour n ≥ 2, vn(h) est appele´ l’aire
(alge´brique) de Hh.
La notion de volume (n+1)-dimensionnel d’un corps convexe de Rn+1
s’e´tend e´galement aux he´rissons. Comme pour un corps convexe de
classe C2+, le volume (n + 1)-dimensionnel d’un he´risson Hh de Rn+1
peut eˆtre de´ﬁni comme l’inte´grale
vn+1(h) =
1
n+ 1
∫
Sn
h(p)Rh(p) dσ(p).
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Ge´ome´triquement, ce volume s’interpre`te comme l’inte´grale sur Rn+1 −
Hh de l’indice ih(x), de´ﬁni comme nombre alge´brique d’intersection
d’une demi-droite oriente´e d’origine x avec l’hypersurface Hh munie de
son orientation transverse (nombre inde´pendant de la demi-droite pour
un ouvert dense de directions).
Plus ge´ne´ralement, la notion de volume mixte de n+1 corps convexes
de Rn+1 s’e´tend aux he´rissons. Comme pour des corps convexes de
classe C2+, le volume mixte de n + 1 he´rissons Hh1 , . . . ,Hhn+1 de Rn+1
peut eˆtre de´ﬁni comme l’inte´grale
v(h1, . . . , hn+1) =
1
n+ 1
∫
Sn
hn+1(p)R(h1,... , hn)(p) dσ(p),
ou`
R(h1,... , hn) =
1
n!
n∑
k=1
(−1)n+k
∑
i1<···<ik
R(hi1+···+hik )
est la fonction dite de courbure mixte.
Pour les corps convexes de classe C2+, les principales ine´galite´s ge´ome´-
triques re´sultent d’une ine´galite´ entre volumes mixtes de n+1 corps con-
vexes de Rn+1, appele´e ine´galite´ d’Alexandrov-Fenchel. Cette ine´galite´,
qui s’e´crit
v(h1, . . . , hn+1)2 ≥ v(h1, h1, h3, . . . , hn+1)v(h2, h2, h3, . . . , hn+1),
admet une extension partielle aux he´rissons qui fournit toute une se´rie
d’ine´galite´s ge´ome´triques dont une ine´galite´ de type Bru¨nn-Minkowski
pour deux he´rissons associe´s a` n− 1 corps convexes [13].
Venons en maintenant a` la notion d’indice d’un point par rapport a`
un he´risson. E´tant donne´ un he´risson Hh de Rn+1, l’indice ih(x) peut
eˆtre de´ﬁni pour tout x de Rn+1 −Hh comme le degre´ de l’application
fxh : S
n → Sn, p −→ xh(p)− x‖xh(p)− x‖ ,
c’est-a`-dire par
ih(x) =
1
ωn
∫
Sn
(h(p)− 〈x, p〉)Rh(p)
‖xh(p)− x‖n+1
dσ(p),
ou` ωn de´signe le volume n-dimensionnel de Sn. Cet indice ne constitue
pas une notion nouvelle, mais un cas particulier de l’indice d’un point par
rapport a` une hypersurface de Rn+1. Toutefois, le fait de se restreindre
aux he´rissons confe`re a` l’indice des proprie´te´s remarquables. Voici en
particulier deux proprie´te´s qui seront e´tablies dans la section 2:
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1) Pour tout he´risson Hh de R2, l’indice ih est donne´ par
ih(x) = 1− 12nh(x),
ou` nh(x) de´signe le nombre de droites support oriente´es de Hh qui
passent par x.
2) Si Hh est un he´risson de R3 et P ⊂ R3 un plan vectoriel, l’indice
du he´risson de P donne´ par la restriction de h a` S2∩P est presque
partout e´gal a`
1
2
(n+h (x)− n−h (x)),
ou` n+h (x) (resp. n
−
h (x)) de´signe le nombre de p ∈ S2 tels que Rh(p)
est > 0 (resp. < 0) et xh(p) situe´ sur la normale a` P en x.
Ces deux proprie´te´s seront a` l’origine des principales applications
ge´ome´triques de´veloppe´es dans les sections 2 et 3.
2. E´tude de l’indice
Nous commenc¸ons notre e´tude par les he´rissons plans. Pour un tel
he´risson Hh, nous pouvons relier l’indice ih(x) au nombre de droites
support passant par x:
The´ore`me 1. Pour tout he´risson Hh de R2, nous avons:
∀x ∈ R2 −Hh, ih(x) = 1− 12nh(x),
ou` nh(x) de´signe le nombre de droites support oriente´es de Hh qui
passent par x, i.e. le nombre de ze´ros de la fonction hx : S1 → R,
u −→ h(u)− 〈x, u〉.
Preuve: Comme le he´risson Hh se de´duit du he´risson Hhx par la transla-
tion de vecteur x, nous pouvons supposer que x est l’origine de R2 quitte
a` remplacer Hh par Hhx . Supposons donc que 0R2 = (0, 0) ∈ R2 − Hh
et conside´rons ih (0R2). Nous obtenons
ih (0R2) =
1
2π
∫ 2π
0
h(θ)(h+ h′′)(θ)
h(θ)2 + h′(θ)2
dθ
= 1 +
1
2π
∫ 2π
0
h(θ)h′′(θ)− h′(θ)2
h(θ)2 + h′(θ)2
dθ,
ou` h(θ) = h(cos θ, sin θ). Autrement dit, nous avons
ih (0R2) = 1 +
1
2π
∫
Γh
ω,
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ou` Γh est la courbe de R2 de´ﬁnie par γh : [0, 2π] → R2, θ −→ (h(θ), h′(θ))
et ω la 1-forme diﬀe´rentielle de´ﬁnie par
ω(x1, x2) =
x1dx2 − x2dx1
x21 + x
2
2
pour tout (x1, x2) = (0, 0).
Or, l’inte´grale de 12πω sur Γh est l’indice de l’origine par rapport a` Γh,
c’est-a`-dire le nombre alge´brique de tours que fait Γh autour de l’origine
(nombre positif si Γh tourne dans le sens direct et ne´gatif dans le cas
contraire). Comme l’abscisse de γh(θ) croˆıt (resp. de´croˆıt) strictement
lorsque l’ordonne´e de γh(θ) est > 0 (resp. < 0), ce nombre est e´gal a`
l’oppose´ de 12nh(0R2) et nous avons donc bien
ih (0R2) = 1− 12nh(0R2).
Remarque. Pour tout h ∈ C2 (S1;R), la courbe oriente´e Hh est parame´-
tre´e par xh : S1 → R2, mais aussi par xg : S1 → R2, ou` g(u) = −h(−u).
Quitte a` remplacer h par g, nous pouvons donc supposer dans l’e´tude
de ih que l’inte´grale de h sur S1 est ≥ 0.
Corollaire 1 et de´ﬁnition. Pour tout he´risson Hh de R2, l’ensemble
Ch =
{
x ∈ R2 −Hh | ih(x) = 1
}
est une partie convexe de R2 que nous appellerons l’inte´rieur convexe de
Hh.
Preuve: Supposons sans perte de ge´ne´ralite´ que l’inte´grale de h sur S1
est ≥ 0. En vertu du The´ore`me 1, Ch est l’ensemble des x ∈ R2 pour
lesquels la fonction hx(u) = h(u) − 〈x, u〉 ne s’annule pas sur S1. Par
continuite´ de hx sur S1, cette condition signiﬁe que la fonction hx reste
> 0 sur S1 (sachant que son inte´grale sur S1 est ≥ 0 puisque e´gale a` celle
de h). L’ensemble Ch peut donc s’e´crire
Ch =
⋂
u∈S1
P−h (u),
ou` P−h (u) est le demi-plan ouvert d’e´quation 〈x, u〉 < h(u). Il est donc
convexe comme intersection d’ensembles convexes.
Le volume 2-dimensionnel d’un he´risson Hh de R2 est appele´ l’aire
(alge´brique) de Hh. Rappelons qu’il est de´ﬁni par
v2(h) =
1
2
∫ 2π
0
h(θ)(h+ h′′)(θ) dθ,
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ou` h(θ) = h(cos θ, sin θ), et interpre´te´ comme l’inte´grale
v2(h) =
∫
R2−Hh
ih(x) dλ(x),
ou` λ de´signe la mesure de Lebesgue sur R2. Le volume 1-dimensionnel
de Hh est quant a` lui appele´ la longueur (alge´brique) de Hh.
Le re´sultat suivant est une conse´quence imme´diate du The´ore`me 1.
Corollaire 2. Tout he´risson de R2 dont deux droites support sont con-
fondues, c’est-a`-dire tout he´risson de R2 dont la fonction support ve´riﬁe
h(−u) = −h(u) pour un point u de S1, est d’inte´rieur convexe vide et
donc d’aire ne´gative.
En particulier, si Hh est un he´risson projectif de R2, i.e. si h(−u) =
−h(u) pour tout u ∈ S1, alors Hh est d’inte´rieur convexe vide et donc
d’aire ne´gative. Dire qu’un he´risson Hh de R2 est projectif signiﬁe qu’il
admet exactement une droite support non oriente´e dans chaque direc-
tion.
Plus ge´ne´ralement, si Hh est un he´risson de R2 de largeur moyenne
nulle, c’est-a`-dire si h(θ) = h(cos θ, sin θ) ve´riﬁe∫ 2π
0
(h(θ) + h(θ + π)) dθ = 0,(L)
alors Hh ve´riﬁe la condition (et donc la conclusion) du Corollaire 2 (la
largeur lh(θ) de Hh dans la direction de u(θ) = (cos θ, sin θ) est de´ﬁnie
comme la distance signe´e entre les droites support de vecteurs normaux
unitaires u(θ) et u(θ + π), c’est-a`-dire par lh(θ) = h(θ) + h(θ + π)).
Notons que les he´rissons de largeur moyenne nulle sont aussi les he´rissons
de longueur nulle. En eﬀet, (L) e´quivaut a`∫ 2π
0
h(θ) dθ = 0,(L′)
dont le premier membre est la longueur (i.e. le volume 1-dimensionnel)
de Hh.
Nous avions de´ja` remarque´ que les he´rissons projectifs, et plus ge´ne´ra-
lement les he´rissons de largeur moyenne nulle, sont d’aire ne´gative [13].
Nous en avions alors de´duit que l’application
h −→
√
−v2(h),
de´ﬁnit une norme associe´e a` un produit scalaire sur l’espace vectoriel de
ces he´rissons de´ﬁnis a` une translation pre`s.
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Conside´rons a` pre´sent un he´risson Hh de R3. Pour tout plan vecto-
riel P ⊂ R3, nous nous proposons de relier la (fonction de) courbure
de Hh a` l’indice du he´risson obtenu en projetant orthogonalement la
courbe xh
(
S
2 ∩ P ) sur le plan P .
Lorsque Hh est convexe, ce he´risson s’interpre`te comme le contour ap-
parent de Hh vu d’un point a` l’inﬁni de la droite vectorielle orthogonale
a` P .
Notations. Pour tout n ∈ S2, Pn de´signera le plan vectoriel oriente´
de vecteur normal unitaire n, S2n la demi-sphe`re unite´ de R
3 de´ﬁnie
par 〈p, n〉 ≥ 0 et πn la projection orthogonale sur Pn. Par ailleurs,
hn de´signera la restriction de h au cercle unite´ de Pn, c’est-a`-dire au
grand cercle S1n = S
2 ∩ Pn. Rappelons que le he´risson Hhn ⊂ Pn est la
projection orthogonale de xh
(
S
1
n
)
sur Pn:
Hhn = πn
[
xh
(
S
1
n
)]
.
Notre re´sultat est le suivant:
The´ore`me 2. Soit Hh un he´risson de R3. Quel que soit n ∈ S2, pour
toute valeur re´gulie`re x de l’application xnh : S
2
n → Pn, p −→ πn [xh(p)],
nous avons
ihn(x) = ν
n
h (x),
ou` νnh (x) est le nombre alge´brique d’intersection de la droite oriente´e
passant par x et dirige´e par n, que nous noterons Dx(n), avec la sur-
face xh
(
S
2
n
)
munie de son orientation transverse.
Remarques. 1) L’ensemble Ωn(h) des valeurs re´gulie`res de l’applica-
tion xnh est un ouvert dense de Pn −Hhn .
2) Le nombre d’intersection νnh (x) est donne´ par
νnh (x) = ν
n
h (x)
+ − νnh (x)−,
ou` νnh (x)
+ (resp. νnh (x)
−) est le nombre de points p ∈ S2n tels que
xh(p) ∈ Dx(n) et Rh(p) > 0 (resp. < 0). En eﬀet, l’application
tangente
Tpxh : TpS2 → Txh(p)S2 = TpS2
conserve ou inverse l’orientation suivant que Rh(p) = de´t [Tpxh]
est > 0 ou < 0.
Preuve: Nous pouvons identiﬁer Pn au plan euclidien R2 et supposer
sans perte de ge´ne´ralite´ que x en est l’origine. Pour x = 0Pn ∈ Pn−Hhn ,
nous obtenons
ihn(x) =
1
2π
∫
Hhn
ω,
ou` ω est la 1-forme diﬀe´rentielle de´ﬁnie dans la preuve du The´ore`me 1.
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L’indice ihn(x), qui repre´sente le nombre alge´brique de tours que le
he´risson Hhn fait autour de x dans le plan oriente´ Pn, peut aussi eˆtre
interpre´te´ comme le nombre alge´brique de tours que la courbe oriente´e
xh
(
S
1
n
)
fait autour de la droite oriente´e Dx(n) dans R3. En d’autres
termes, il peut s’e´crire
ihn(x) =
1
2π
∫
xh(S1n)
ω,
ce qu’un calcul e´le´mentaire conﬁrme sans diﬃculte´. Nous avons donc
ihn(x) =
1
2π
∫
∂S
ω,
ou` S de´signe la surface xh
(
S
2
n
)
munie de son orientation transverse.
Comme x est une valeur re´gulie`re de xnh, il existe dans Pn un disque
ferme´ D de centre x dont l’image re´ciproque par xnh admet une partition
de la forme
(xnh)
−1 (D) =
N⋃
k=1
Dk,
ou` πn ◦ xh est un C1-diﬀe´omorphisme de Dk sur D pour tout k ∈
{1, . . . , N}. L’application de la formule de Stokes a` la 1-forme ferme´e
1
2πω sur le bord oriente´ de la surface S prive´e des points inte´rieurs a`
π−1n (D) nous donne
1
2π
∫
∂S
ω =
N∑
k=1
1
2π
∫
∂Sk
ω,
ou` Sk de´signe la surface xh (Dk) munie de son orientation transverse. Or,
le bord oriente´ de Sk fait un tour et un seul autour de la droite Dx(n) et
ce tour est compte´ positivement ou ne´gativement selon que l’orientation
de Sk correspond a` celle de Dk ou a` son oppose´, c’est-a`-dire selon que
la (fonction de) courbure Rh est > 0 ou < 0 sur Dk. Par conse´quent, il
vient
1
2π
∫
∂S
ω = νnh (x)
+ − νnh (x)−,
c’est-a`-dire ihn(x) = ν
n
h (x).
Pour tout he´risson Hh de R3, l’aire projete´e de Hh sur Pn (i.e. sur le
plan vectoriel oriente´ de vecteur normal unitaire n) est de´ﬁnie pour tout
n ∈ S2 comme l’inte´grale
vn2 (h) =
1
2
∫
S2
|〈p, n〉|Rh(p) dσ(p).
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L’invariance du volume de Hh par translation nous donne∫
S2
〈p, n〉Rh(p) dσ(p) = 0,
et par suite
vn2 (h) =
∫
S2n
〈p, n〉Rh(p) dσ(p).
Comme |Rh(p)| dσ(p) repre´sente l’e´le´ment d’aire (absolue) sur Hh, il
s’ensuit que l’aire projete´e de Hh sur Pn peut encore s’e´crire
vn2 (h) =
∫
Ωn(h)
νnh (x) dλ(x),
ou` Ωn(h) est l’ensemble des valeurs re´gulie`res de la restriction de πn ◦xh
a` S2n.
Lorsque le he´risson Hh est convexe, vn2 (h) repre´sente l’aire de sa pro-
jection orthogonale sur Pn. Pour un he´risson quelconque, le The´ore`me 2
nous donne imme´diatement le re´sultat suivant:
Corollaire 3. Soit Hh un he´risson de R3. Pour tout n ∈ S2, l’aire
projete´e de Hh sur le plan Pn est e´gale a` l’aire du he´risson Hhn ⊂ Pn,
autrement dit
vn2 (h) = v2(hn).
Notons que ce re´sultat peut aussi eˆtre e´tabli directement, soit en se
ramenant au cas d’un he´risson convexe, soit en appliquant la formule de
Stokes.
Un he´risson Hh de R3 est dit projectif lorsque sa fonction support
ve´riﬁe h(−p) = −h(p) pour tout p ∈ S2. Ge´ome´triquement, cela signi-
ﬁe que chaque plan vectoriel de R3 est paralle`le a` exactement un plan
support non oriente´ de Hh. Dans ce cas, quel que soit n ∈ S2, Hhn est
un he´risson projectif (et donc d’inte´rieur convexe vide) et le The´ore`me 1
nous assure que l’indice ihn est ≤ 0 sur Pn −Hhn . Le The´ore`me 2 nous
donne donc le re´sultat suivant:
Corollaire 4. Soit Hh un he´risson projectif de R3. Toute droite trans-
verse a` Hh rencontre une re´gion hyperbolique de Hh.
Une proprie´te´ remarquable des he´rissons projectifs de R3 est qu’ils
sont d’aire (alge´brique) ne´gative: v+2 (h), aire totale des re´gions ellip-
tiques, est infe´rieure a` v−2 (h), aire totale des re´gions hyperboliques [9].
Nous avons les minorations suivantes de l’aire totale des re´gions hyper-
boliques:
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Corollaire 5. Soit Hh un he´risson projectif de R3. Pour tout n ∈ S2,
on a
|v2(hn)| ≤ 12v
−
2 (h).
Preuve: Le he´risson Hhn e´tant projectif (et donc d’inte´rieur convexe
vide), nous avons ihn ≤ 0 et donc
|v2(hn)| = −
∫
Pn−Hhn
ihn(x) dλn(x),
ou` λn de´signe la mesure de Lebesgue sur Pn. Le The´ore`me 2 nous donne
donc
|v2(hn)| = −
∫
Ωn(h)
νnh (x) dλn(x)
=
∫
Ωn(h)
(
νnh (x)
− − νnh (x)+
)
dλn(x)
≤
∫
Ωn(h)
νnh (x)
− dλn(x)
≤ 1
2
∫
S2
R−h (p) dσ(p) =
1
2
v−2 (h),
ou` R−h (p) = max(0,−Rh(p)).
Nous verrons dans la dernie`re section d’autres proprie´te´s des he´rissons
projectifs. Mais rappelons de`s a` pre´sent ce fameux proble`me souleve´ par
R. Langevin, G. Levitt et H. Rosenberg dans [5]:
“Existe-t-il un he´risson projectif de R3 dont les seules singu-
larite´s sont des areˆtes de rebroussement (sans queue d’aron-
de)?”
Rappelons que les singularite´s ge´ne´riques des he´rissons de R3 sont des
areˆtes de rebroussement et des queues d’aronde [5].
3. Applications ge´ome´triques
L’inte´rieur et l’exte´rieur d’un he´risson Hh de R2 sont respectivement
de´ﬁnis comme les ensembles
Ih =
{
x ∈ R2 −Hh | ih(x) = 0
}
et Eh =
{
x ∈ R2 −Hh | ih(x) = 0
}
.
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Le The´ore`me 1 nous apprend que tout he´risson de R2 d’inte´rieur convexe
vide tourne sa concavite´ vers l’exte´rieur:
Proposition 1. Soit Hh un he´risson de R2 d’inte´rieur convexe vide.
Si p est un point re´gulier de xh : S1 → R2, alors la droite support
d’e´quation 〈x, p〉 = h(p) ne rencontre pas l’exte´rieur de Hh au voisinage
de xh(p).
Preuve: Pour tout q ∈ S1, nous noterons Dq la droite support d’e´qua-
tion 〈x, q〉 = h(q). D’apre`s le The´ore`me 1, il suﬃt de prouver que tout
x ∈ Dp − {xh(p)} assez proche de xh(p) ve´riﬁe nh(x) > 2. Rappelons
que nh(x) de´signe le nombre de droites support oriente´es de Hh qui
contiennent x, i.e. le nombre de ze´ros de la fonction hx : S1 → R,
q −→ h(q)−〈x, q〉. Rappelons e´galement que hx(q) est la distance signe´e
du point x a` la droite Dq.
Supposons sans perte de ge´ne´ralite´ que xh(p) est l’origine de R2.
Quitte a` conside´rer Hh comme le he´risson de fonction support g(q) =
−h(−q), nous pouvons e´galement supposer que la (fonction de) courbure
est > 0 en p.
E´tant donne´ p′ ∈ S1 − {p}, on a alors: pour tout x ∈ Dp − {xh(p)}
assez proche de xh(p), il existe un arc Γ ⊂ S1 issu de p et ne contenant
pas p′ tel que hx est < 0 aux points inte´rieurs de Γ et change de signe
aux extre´mite´s de Γ. Si hx(p′) ≤ 0, l’existence de cet arc nous assure
que nh(x) est > 2. Le re´sultat est donc e´tabli si un p′ ∈ S1 − {p} est tel
que h(p′) < 0 car alors, tout x ∈ Dp assez proche de xh(p) = 0R2 ve´riﬁe
hx(p′) < 0. Supposons donc que h est une fonction ≥ 0.
Quel que soit q ∈ S1, h admet alors un ze´ro sur le demi-cercle (ferme´)
de S1 qui relie q a` son antipodique −q en parcourant S1 dans le sens
direct. En eﬀet, on observe dans le cas contraire que l’inte´rieur convexe
de Hh est non vide: on choisit un ε ∈ R∗+ strictement infe´rieur a` la plus
petite valeur prise par h sur ce demi-cercle, on conside`re le point q⊥ ∈ S1
tel que (q, q⊥) est une base orthonormale directe de R2 et on ve´riﬁe que
εq⊥ est dans l’inte´rieur convexe de Hh.
Or, si h est > 0 en−p et sur une des deux composantes de S1−{−p, p},
alors h est > 0 sur tout un demi-cercle (ferme´) de S1. Par conse´quent,
seuls les deux cas suivants restent possibles: (1) les deux droites support
Dp et D−p sont confondues; (2) les deux composantes de S1 − {−p, p}
contiennent un ze´ro de h. Dans le cas (1), le re´sultat de´coule du fait que
hx(−p) = 0 pour tout x ∈ Dp. Dans le cas (2), il de´coule du fait que,
pour tout x ∈ Dp − {xh(p)}, la fonction hx doit eˆtre < 0 en l’un des
ze´ros de h sur S1 − {p}.
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Le re´sultat suivant en de´coule imme´diatement:
Proposition 2. Soit Hh un he´risson de R2. Si Hh est d’inte´rieur con-
vexe vide (par exemple projectif ou de largeur moyenne nulle), alors Hh
est dans l’enveloppe convexe de ses singularite´s et xh : S1 → R2 admet
au moins 4 points singuliers.
Un he´risson Hh de Rn+1 est dit projectif si h(−p) = −h(p) pour tout
p ∈ Sn. Cela signiﬁe qu’il a exactement un hyperplan support (non
oriente´) paralle`le a` un hyperplan donne´. Les he´rissons projectifs sont
donc des hypersurfaces singulie`res. Leurs singularite´s sont telles que:
The´ore`me 3. Tout he´risson projectif de Rn+1 est dans l’enveloppe con-
vexe de ses singularite´s.
Ce the´ore`me se de´duit de la Proposition 2 par une re´currence sur la
dimension de l’espace qui repose sur le lemme suivant:
Lemme et de´ﬁnition. Soit Hh un he´risson de Rn+1, ou` n ≥ 2. Pour
tout hyperplan vectoriel H ⊂ Rn+1, la restriction de h a` la sphe`re unite´
de H de´ﬁnit un he´risson de H dont la re´alisation ge´ome´trique est la
projection orthogonale de xh [Sn ∩H] sur H. Ce he´risson de H est appele´
le he´risson de projection de Hh sur H.
La preuve du The´ore`me 3, dont nous omettons quelques de´tails tant
elle est semblable a` celle d’un cas particulier expose´ dans [11, th. 4,
p. 595], se pre´sente alors comme suit:
Nous savons que le re´sultat est ve´riﬁe´ dans R2 en vertu de la Propo-
sition 2. Nous supposons qu’il est ve´riﬁe´ dans Rn (n ≥ 2). Nous con-
side´rons un he´risson projectif Hh de Rn+1 dont nous supposons qu’il
n’est pas dans l’enveloppe convexe de ses singularite´s. Cela signiﬁe que
l’enveloppe convexe de Hh a un hyperplan support ne portant aucune
singularite´ de Hh. Pour tout hyperplan vectoriel H perpendiculaire a` un
tel hyperplan, il apparaˆıt alors que le he´risson de projection de Hh sur
H peut eˆtre conside´re´ comme un he´risson projectif de Rn qui n’est pas
dans l’enveloppe convexe de ses singularite´s, ce qui contredit l’hypothe`se
de re´currence.
Pour un he´risson projectif de R3, la meˆme approche (projection or-
thogonale sur un plan vectoriel et utilisation de la Proposition 2) nous
donne imme´diatement un re´sultat plus pre´cis:
250 Y. Martinez-Maure
The´ore`me 4. Soit Hh un he´risson projectif de R3. Vu d’un point a`
l’inﬁni, le contour apparent de Hh ne pre´sente aucun point elliptique
(i.e. aucun point re´gulier ou` la courbure de Gauss est > 0).
Remarque. Nous pouvons aussi e´tablir que tout he´risson Hh de R3 de
largeur moyenne nulle, i.e. ve´riﬁant∫
S2
h(q) dσ(q) = 0,
est dans l’enveloppe convexe de ses singularite´s. La preuve consiste en
un raisonnement par l’absurde utilisant des projections orthogonales et
le The´ore`me 1.
La Proposition 2 fournit par dualite´ projective un cas particulier du
the´ore`me de la balle de tennis d’Arnold [1]:
The´ore`me 5. Soit C une courbe lisse de S2 qui est ferme´e, simple et
partout transverse aux me´ridiens. Si C admet au plus 3 points d’inﬂexion,
alors C est incluse dans un he´misphe`re ouvert de S2. En particulier, si C
divise S2 en deux parties d’aires e´gales, alors C admet au moins 4 points
d’inﬂexion.
N.B.: Un point d’inﬂexion de´signe ici un ze´ro de la courbure ge´ode´-
sique.
Preuve: En vertu des hypothe`ses, la courbe C admet une parame´trisation
de la forme suivante:
γh : S1 −→ S2 ⊂ R2 × R
u −→ 1√
1 + h(u)2
(u, h(u)) ,
ou` h : S1 → R est la fonction support d’un he´risson de R2. Les courbes C
et Hh peuvent eˆtre vues comme deux courbes projectivement duales:
la section de S2 (resp. de R2 × {−1}) par le plan vectoriel orthogonal
a` (xh(u),−1) (resp. γh(u)) est le grand cercle de S2 tangent a` C en
γh(u) (resp. la droite support du he´risson Hh × {−1} ⊂ R2 × {−1} de
vecteur normal (u,−1)). Les points d’inﬂexion de C correspondent donc
exactement aux points singuliers de xh : S1 → R2, ce que conﬁrme le
calcul donnant la courbure ge´ode´sique de C:
Kg =
(
1 + h2
1 + ‖xh‖2
) 3
2
Rh.
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Supposons que la courbe C a au plus 3 points d’inﬂexion. Dans ce cas,
l’application xh : S1 → R2 a au plus 3 points singuliers et la Proposition 2
nous assure que l’inte´rieur convexe de Hh est non vide. Conside´rons un
point x de cet inte´rieur convexe. D’apre`s le The´ore`me 1, aucune droite
support de Hh ne passe par x. Il s’ensuit que la section de S2 par le plan
vectoriel orthogonal a` (x,−1) est un grand cercle de S2 ne rencontrant
pas C. En eﬀet, si ce grand cercle contenait un point de la forme γh(u),
alors (x,−1) appartiendrait a` la droite support de Hh × {−1} section
de R2 × {−1} par le plan vectoriel orthogonal a` γh(u). La courbe C est
donc incluse dans l’un des deux he´misphe`res ouverts borde´s par ce grand
cercle.
Dans [10], nous avons prouve´ de meˆme que la courbe C admet au
moins 6 points d’inﬂexion si elle est en outre invariante par antipodie
(ce dernier re´sultat peut eˆtre vu comme un corollaire du the´ore`me de
Mo¨bius sur les courbes projectives planes).
Le The´ore`me 1 nous fournit aussi un re´sultat concernant les corps
convexes plans de largeur constante:
The´ore`me 6. Soit Hh un he´risson de largeur constante de R2. Il existe
un point de R2 par lequel il passe une inﬁnite´ de normales a` Hh ou un
ouvert de R2 forme´ de points par lesquels il passe au moins 6 normales
a` Hh.
N.B.: Nous conside´rons tout u ∈ S1 comme un vecteur normal uni-
taire a` Hh et par conse´quent, la droite oriente´e passant par xh(u) et
dirige´e par u comme une normale a` Hh.
Notons que E. Heil a e´tabli un re´sultat analogue dans R3: un corps
convexe de largeur constante de R3 contient un point par lequel il passe
une inﬁnite´ de normales ou un ouvert forme´ de points par lesquels il passe
au moins 10 normales (voir [3] et [4]). Pour de nombreux autres re´sultats
concernant les corps convexes de largeur constante, nous renvoyons le
lecteur au tour d’horizon de G. D. Chakerian et H. Groemer [2].
Preuve: Supposons Hh ⊂ R2 de largeur constante. Nous avons donc
h = g + r,
ou` r = 12 (h(u) + h(−u)) est une constante et g(u) = 12 (h(u)− h(−u)) la
fonction support d’un he´risson projectif. Notons que les he´rissons Hg et
Hh ont exactement les meˆmes (droites) normales, si bien qu’il suﬃt de
prouver le the´ore`me pour le he´risson projectif Hg.
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Comme Hg est projectif, nous savons qu’il est, soit re´duit a` un point x
de R2, soit d’aire alge´brique < 0 (cf. [8]). Dans le premier cas, notre
re´sultat est ve´riﬁe´ puisque alors toutes les normales de Hg passent par le
point x. Dans le second cas, il existe un ouvert U de R2 −Hg sur lequel
l’indice ig est ≤ −2 (sachant que pour un he´risson projectif l’indice est
naturellement a` valeurs dans 2Z). Nous en de´duisons par le The´ore`me 1
que le nombre de ze´ros de l’application gx : S1 → R, u −→ g(u)− 〈x, u〉
est ≥ 6 pour tout x ∈ U . Comme
g′x : S
1 ⊂ R2 −→ R
(cos θ, sin θ) −→ ddθ [gx (cos θ, sin θ)]
,
admet au moins autant de ze´ros que gx et que ses ze´ros correspondent
exactement aux normales de Hg passant par x, il en de´coule qu’il passe
au moins 6 normales par tout point de l’ouvert U .
Remarque. Dans ce the´ore`me, la valeur 6 est bien la meilleure possi-
ble comme le prouve l’exemple du he´risson projectif de´ﬁni par h(θ) =
sin(3θ).
Pour ﬁnir, pre´sentons une bre`ve description de la structure des he´-
rissons plans. Rappelons que deux he´rissons Hg et Hh de R2 de´ﬁnissent
la meˆme courbe oriente´e si leurs fonctions support g et h ve´riﬁent:
∀u ∈ S1, g(u) = −h(−u).
Dans ce cas, seule l’orientation des normales (de´ﬁnie comme dans l’e´non-
ce´ du The´ore`me 6) permet de distinguer les deux he´rissons. Pour les
questions qui ne font pas intervenir cette orientation, nous pouvons donc
supposer que Hh est de largeur moyenne ≥ 0 (i.e. que l’inte´grale de h
sur S1 est ≥ 0) quitte a` remplacer h par g.
Restreignons donc notre e´tude a` l’ensemble des he´rissons de R2 de
largeur moyenne ≥ 0 et posons
H =
{
h ∈ C2 (S1;R) | ∫
S1
h(u) dσ(u) ≥ 0
}
.
Pour tout h ∈ H, l’ensemble
Kh =
{
x ∈ R2 | ∀u ∈ S1, 〈x, u〉 ≤ h(u)} ,
est une partie convexe de R2 que nous appellerons le corps convexe de
Hh.
La preuve de la proposition suivante ne pre´sente aucune diﬃculte´
particulie`re (la proprie´te´ (v) re´sulte de la proprie´te´ (iv) et de l’ine´galite´
de Bru¨nn-Minkowski):
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Proposition 3. Les proprie´te´s suivantes sont ve´riﬁe´es:
(i) ∀h ∈ H, Ch =
◦
Kh;
(ii) K = {h ∈ H | Kh = ∅} est un coˆne convexe de C2
(
S
1;R
)
;
(iii) Pour tout h ∈ K, la fonction support de Kh est de classe C1 sur
S
1;
(iv) ∀ (h1, h2) ∈ K2, Kh1 + Kh2 ⊂ Kh1+h2 et cette inclusion peut eˆtre
stricte;
(v) ∀ (h1, h2) ∈ K2,
√
aire (Kh1+h2) ≥
√
aire (Kh1) +
√
aire (Kh2).
Remarques. 1) La proprie´te´ (iv) nous dit que l’addition de Minkowski
a un eﬀet de convexiﬁcation sur les he´rissons plans, eﬀet de´ja` ob-
serve´ pour les parties compactes (cf. [16, §3.1]).
2) Nous pouvons e´tendre le´ge`rement la notion de he´risson plan en
prenant comme fonctions support toutes les fonctions de classe C1
qui sont des diﬀe´rences de fonctions support de corps convexes
plans. Nous parlons alors de he´rissons ge´ne´ralise´s. L’aire d’un tel
he´risson Hh (resp. l’aire mixte de deux tels he´rissons Hk et Hl)
peut alors eˆtre de´ﬁnie par
v2(h) =
1
2
∫ 2π
0
(
h2 − (h′)2
)
(θ) dθ
(resp. v2(k, l) =
1
2
∫ 2π
0
(kl − k′l′) (θ) dθ).
Pour tout h ∈ K, la proprie´te´ (iii) nous permet de de´composer Hh en
une somme de he´rissons ge´ne´ralise´s:
Hh = Hk +Hl,
ou` k est la fonction support de Kh et l la diﬀe´rence h−k. Nous pouvons
alors ve´riﬁer que le he´risson ge´ne´ralise´ Hl est d’indice ≤ 0 et ve´riﬁe
v2(k, l) = 0 et donc v2(k + l) = v2(k) + v2(l),
de sorte que
v2(k) = v+2 (h) et v2(l) = −v−2 (h).
Pour plus d’informations sur les he´rissons ge´ne´ralise´s, nous renvoyons
le lecteur a` [14].
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